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Satze zur Zahlentheorie

Die Eulersche p-Funktion ¢(m) ist die Anzahl der relativ primen Restklassen mod m. Gilt fiir

m die kanonische Zerlegung m = [] p" (a; € N) so ist o(m) =m [] <1 — p%)
=1 =1

ist (a,b) =1 = p(a-b) =¢(a) p(b)
Sonderfall: ¢(p) = p — 1 fiir alle Primzahlen p

Kleiner Satz von Fermat:
Wenn (a,b) = 1, gilt a?™ = 1(m)
Sonderfall: a?~ = 1(p)

Satz von Wilson: ,,(m — 1)! = —1(m)“ ist gleichbedeutend mit , m ist eine Primzahl®
Fiir alle Nichtprimzahlen gilt: n|(n — 1), falls n > 5

Jede Primzahl p = 1(4) lisst sich eindeutig als Summe zweier Quadrate darstellen. p = a? + b?
mit (a,b) =1

Gilt p|n mit n = a® +b? und (a,b) = 1, so ist p = 2 oder p = 1(4)

Es gibt unendlich viele Primzahlen = 1(4)

Dirichletscher Primzahlensatz:
In jeder arithmetischen Folge a,, = {4+ nk mit [,k € N, (I,k) =1, n=1,2,... gibt es unendlich
viele Primzahlen.

Es gibt unendiche viele natiirlichen Zahlen n, die keine Primzahlen sind und fiir die gilt: 27! =
1(n)

k

. Primfaktorenzerlegung von n! mit n = [] p;*

=1

= T[= 1)

p<n

a” —b" bzw. a” +b" (1 <b < a, (a,b) =1, a,b € N) ist hochstens dann eine Primzahl, wenn
n=punda—b=1, bzw. n = 2*

Sei p,, die n-te Primzahl (n > 6). Dann gilt 2n + 1 < p, < 22"~

Paarweise teilerfremde natiirliche Zahlen x,y, z sind genau dann pythagoriisch (% + y* = 2?),
wenn mit a,b € N, a > b, (a,b) =1, a # b(2) gilt:

r=a’— by =2ab, z = a* + b (indische Formeln)

Pellsche Gleichung;:

2% = ay?+1in ZxZ16sen. Wenn a = ¢g>°42 = 2? = ¢°+1,y = ¢g; wenn a = ¢°+£1 = x = 2¢°£1,
y=2g (g €Z).

Allgemein: Ist (mq|ng) eine Losung, so ist auch (my |n;) Losung mit m; = my? + any?, ny =
2mono.

Fiir n > 2 gilt: ppy1 < 2p, Dn - - . n-te Primzahl
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Sei Il(z) = > _, 1 die Anzahl aller Primzahlen < z. Dann gilt: II(z) > In(Inz) fiir = > 3

GauBscher Primzahlensatz: lim II(z) - 22 =1

T— 00

insbesondere: § < 22 (TI(2z) — II(z)) < £ fiir z > 2.

Stirlingsche Formel:

nl=n" e \/2mn - et3n (0<5,<1)
Sind F,, Fermatsche Zahlen, so gilt: (F),, F,,) = 1, falls n # m
F,=2@) 41 v €Ny

oo(n) ist die Anzahl der Teiler von n. Gilt n = [] pJ", so ist o¢(n) = [[(ay + 1) und [[t =
=1 =1 t|n

n”%” und oo(n) =

18

(|2] = [22]), oo(p) = 2 fiir alle Primzahlen p. o1(n) = Y ¢ mit

l tln

Il
—

T pal+1_1
Jl(n) - lljl lplfl

Ist (a,m) = 1 und fiir a sei e(a) die kleinste natiirliche Zahl, fiir die a®®) = 1(m) gilt, so heifit
e(a) der Exponent von @ mod m. Es gilt: e(a) | p(m). Ist a™ = 1(m) = e(a) | n (n € N)

a heiBt Primitivwurzel mod p (fiir Primzahlen p), wenn die kleinsten positiven Reste von
a* (k = 1,...,p — 1) genau die Zahlen {1,2,...,p— 1} je einmal ergeben. Die Anzahl der
Primitivwurzeln mod p ist ¢(¢(p)) = ¢(p — 1).

Damit a Primitivwurzel mod p ist, ist notwendig, dass ' = —1(p) ist. (p > 2)

PW(2)=1

In der rational gekiirzten Zahl £ (0 < r < s) sei v die Lénge der Vorperiode und [ die Linge
der Periode in der Dezimalschreibweise. Es gilt: wenn s = 2% - 5° - ¢ mit (g, 10) = 1 ist, so ist
v = max(a,b) und | = e(10) mod ¢

Chinesischer Restsatz:
Seien my,ms, ..., my paarweise teilerfremde natiirliche Zahlen und aq,as,...,a; beliebige
natiirliche Zahlen. Dann besitzt das simultane Kongruenzsystem

r = aj(my)
xr = as(my) F
genau eine Losung xg mod M M = H m;
i=1
r = ap(mg)

Berechnung von xg: o o
Sei M, = li und M; = M;(m;) mit 0 < M; < m; und sei T die Losung der Kongruenz

_ k
x - M, = 1(my), dann ist xo = > Mimya,
=1

Ist mit ¢ € {0,1,...,m — 1} die Kongruenz x?> = c(m) lésbar bzw. nicht 16sbar, so heiit ¢

quadratischer Rest bzw. quadratischer Nic}}?rest mod m. Die quadratischen Reste a mod p
(p > 2, p Primzahl) 16sen die Kongruenz 2"z = 1(p), withrend die quadratischen Nichtreste a
die Kongruenz 2"z = —1(p) losen.



24. Legendre-Symbol:

= —1 falls a quadratischer Nichtrest mod p (p Primzahl)
0 falls a = 0(p)

4= (3) mon () ) )

5 1 falls p = £1(8) 1
(—) =< —1 falls p=+3(8) <—) = 41 fiir p = +1(4)
p 0 fallsp=2

(a ) 1 falls a quadratischer Rest mod p

p

Es gilt:

25. GaufBscher Reziprozititssatz: Fiir ungerade Primzahlen p,q (p > ¢) gilt:

(3)= (1) o

26. Satz von Liouville:

Ist ¢ eine algebraische Zahl n-ten Grades (n > 1), so gibt es ein ¢ € RT derart, dass die

p
q

Ungleichung ‘C — —’ < q% keine Losung mit ganzen Zahlen p,q (¢ > 0) hat. Berechnung von

c: Seien (, (v =1,...,n) die (komplexen) Losungen der Gleichung a,2™ + ...+ ag =0 (a, €
Z,a, #0) (1 = ¢, so wird die Zahl M so gewéhlt, dass gilt: M > max (1,|(,|). Dann kann ¢

beliebig gewiihlt werden mit 0 < ¢ < min (M, ﬁ, (3M)1‘”>

27. Betrandsches Postulat: Fiir alle n € N mit n > 1 gibt es eine Primzahl p, sodass n < p < 2p

1st.



