Bundeswettbewerb fiir Fortgeschrittene
Teil 1, 22. Mai 2008

1. Welchen kleinsten positiven Rest ergibt

2008 2008 2008 2008
1. 9. . ) )
(O)+ <1>+3(2)+ 2009 (2008>
bei Division durch 20087

2. Es sei a eine positive reelle Zahl und n > 4 eine natiirliche Zahl.

Man bestimme alle n-Tupel (z1,2s,...,x,) positiver reeller Zahlen, die das folgendes Gle-
ichungssystem erfiillen.
1179(3a — 223) = a®
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Tp_oTn_1(3a — 2x,)
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21 (3a — 2x9)

3. Es sei p > 1 eine natiirliche Zahl.

Wir betrachten die Menge F, jener nicht konstanten Folgen nicht negativer ganzer Zahlen, die
die Rekursion a,1 = (p + 1)a, — pa,_1 (fir alle n > 0) erfiillen.

Man zeige: Es existiert in F, eine Folge (a,) mit der Eigenschaft, dass fiir jede andere Folge
(by) in F, fiir alle n gilt, dass a,, < b,,.

4. Im Dreieck ABC' ist E der Mittelpunkt der Seite AC' und F' der Mittelpunkt der Seite BC'.
Weiters ist G der Fuipunkt der Hohe durch C' auf der Seite AB (oder ihrer Verlingerung).

Man zeige: Das Dreieck FF'G ist genau dann gleichschenkelig, wenn das Dreieck ABC' gleich-
schenkelig ist.

© Dr. Gerd Baron. Alle Angaben ohne Gewihr.



Bundeswettbewerb fiir Fortgeschrittene
Teil 2, Tag 1, 5. Juni 2008

1. Man zeige: Fiir positive reelle Zahlen a, b, ¢ mit a + b+ c =1 gilt

w/al—abl—bcl S

C)OlH

2. (a) Gibt es ein Polynom P(x) mit ganzzahligen Koeffizienten, sodass fiir jede positive ganze
Zahl d mit d teilt 2008 gilt, dass P(d) = 22 ist?

(b) Fiir welche positiven ganzen Zahlen n gibt es Polynome P(x) mit ganzzahligen Koeffizien-

ten, sodass fiir jede positive ganze Zahl d mit d teilt n gilt, dass P(d) = 5 ist?
3. Die Gerade g ist gegeben und auf ihr die vier Punkte P, @, R, S (in dieser Reihenfolge von

links nach rechts).

Man konstruiere alle Quadrate ABC'D mit folgenden Eigenschaften:

P liegt auf der Trigergerade von AD.

Q@ liegt auf der Trégergerade von BC.

R liegt auf der Trégergerade von AB.

S liegt auf der Tragergerade von C'D.
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4. Man bestimme alle Funktionen f vom Bereich der positiven ganzen Zahlen in den Bereich der
nicht negativen ganzen Zahlen mit den folgenden Eigenschaften:

(a) f(n-m)= f(m)+ f(n).
(b) £(2008) = 0.
(c) Fir alle n =39 (mod 2008) gilt f(n) =

5. Welche positiven ganzen Zahlen fehlen in der Folge (a,,)?

<an—n—i— >>1

6. Es sei das Quadrat ABC'D gegeben. P sei von den Quadrateckpunkten und dem Quadratmit-
telpunkt M verschieden.

Fiir einen Punkt P, fiir den die Gerade PD die Gerade AC' schneidet, sei dieser Schnittpunkt
E.

Fiir einen Punkt P, fiir den die Gerade PC die Gerade BD schneidet, sei dieser Schnittpunkt
F.

All diese Punkte P, fiir die E und Fexistieren, heiflen zulédssige Punkte.

Man bestimme die Menge der zuléssigen Punkte, fiir die die Gerade E'F parallel zur Geraden
AD ist.
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