33. Osterreichische Mathematik Olympiade

Bundeswettbewerb fiir Fortgeschrittene
Teil 1, 28. Mai 2002

. Man bestimme alle ganzen Zahlen a und b, sodass (19a + b)'® + (a + b)'® + (196 + a)'® eine
Quadratzahl ist.

. Man bestimme eine moglichst grofie reelle Zahl C') sodass fiir alle reellen Zahlen z und y (x # y)
mit xy = 2 die Ungleichung

((z+y)* = 6)((x —y)*+8)

(z —y)? = ¢

gilt.

Fiir welche Wertepaare (x,y) gilt dann Gleichheit?

. Es sei f(z) = 575 7002
2002 summiert wird, fiir die der Bruch m gekiirzt ist.

Man berechne die Summe der f ( ), wobei iiber jene k zwischen 0 und

. Drei paarweise verschiedene Punkte A, C' und P sind in der Ebene gegeben. A und C' sind
gegeniiberliegende Ecken eines Parallelogramms ABC' D und der Punkte P liegt auf der Winkel-
symmetralen des Winkels DAB und der Winkel APD ist ein rechter Winkel. Man konstruiere
alle moglichen Parallelogramme ABC D, die diese Bedingungen erfiillen.
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Bundeswettbewerb fiir Fortgeschrittene
Teil 2, Tag 1, 5. Juni 2002

1. In einem gewoOhnlichen 8 x 8 Schachbrett gibt es viele Rechtecke und Quadrate, die nur aus

ganzen Schachfeldern zusammengesetzt sind. Vom 1 x 1 Quadrat bis zum 8 x 8 Quadrat.
Wie grof ist die Summe ihrer Fldcheninhalte?

Welche Formel ergibt sich fiir ein ,a x b Schachbrett“ fiir die Summe der Flacheninhalte aller
Rechtecke und Quadrate vom 1 x 1 Quadrat bis zum a x b Rechteck?

. Essei b > 800 eine natiirliche Zahl. Man bestimme alle (ay, as, . . ., asgo2) mit natiirlichen Zahlen

a; (1 <j <2002), sodass
2002

Z ay = 20020".

j=1

. ABCD und AEFG sind zwei dhnliche Sehnenvierecke (gegen den Uhrzeigersinn ,, beschriftet®).
Es sei P der zweite Schnittpunkt der beiden Umkreise der Vierecke. Man zeige, dass P auf der
Geraden BE liegt.
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Bundeswettbewerb fiir Fortgeschrittene
Teil 2, Tag 2, 6. Juni 2002

4. Man bestimme alle Polynome P(z) moglichst kleinen Grades mit folgenden Eigenschaften:

(a) Der Koeffizient der hochsten Potenz ist 200.
(b) Der Koeffizient der niedrigsten auftretenden Potenz ist 2.

(

(d (—) 0.
(e) P(2) =

(f) P(3) =

5. In einem Straflennetz, dessen Anfang gezeichnet ist, sind die Punkte in der mittleren Horizon-
talen der Reihe nach mit 1,4, 7, ... bezeichnet. Die oberen Punkte der Reihe nach mit 2,5,8, ...
und die unteren der Reihe nach mit 3,6,9,.. ..

)
)
¢) Die Summe aller Koeffizienten ist 4.
)
)
)

Wie viele Wege von ,,1“ nach ,,3n + 1“ gibt es, die Punkte nur in monoton wachsender Reihen-
folge zu besuchen?

6. Gegeben ist ein spitzwinkeliges Dreieck ABC' und sein Hohenschnittpunkt H. HA, HB und
HC' zerlegen das Dreieck ABC' in drei kleine Dreiecke ABH, BCH und CAH.

Man zeige: Die drei kleinen Dreiecke haben gleichen Umfang genau dann, wenn das Dreieck
ABC' gleichseitig ist.
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